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Matematiikan valintakoe (Ratkaisut ja pisteytys)

31.5.2010

Kustakin tehtavasta saa maksimissaan 12 pistetta!

1. Laske suoram = y — 2 ja kdyranz? = —1 + 2y valiin jadvan rajoitetun alueen pinta-ala.

Ratkaisu. Kyseessa on suoran= r+2 ja paraabeliy = %m2+§ valiin jaavan rajoitetun
alueen pinta-alé2p).

Suorany = x + 2 ja paraabeliny = %xQ + % leikkauspisteider-koordinaateiksi saadaan

r4+2=1r"+1 «—= L 2-2=0 < z=-1taiz=3. (2p)

Valilla [—1, 3] suoray = =+ 2 on paraabeliny = %xQ + % ylapuolella (perusteluksi riittda
laskea arvot jossakin avoimen valin- 1, 3| pisteessa) (vaitélp); perustelu(1p)).

Tarkasteltavan alueen pinta-ala saadaan kun suofan + 2 ja z-akselin valiin arvoilla
—1 < z < 3jaavan alueen pinta-alasta vahennetaan paraagjoeii%x2 + % ja z-akselin

valiin arvoilla —1 < z < 3 jaavan alueen pinta-ala. Siis kysytty pinta-alesaadaan
erotuksena

3 3
A:/ x+2dx—/ %xQ—i-%dx. (2p)
-1 —1

Kummankin integraalin laskeminen oikein (vastaukiseja ') antaa eriksee(2p) (in-
tegraalifunktiot kumpikin(1p)). Vastaukseksi saadaan= %

Tapa 2: Kysytty pinta-ala on sama kuin ei-negatiivisenusfnktion
f@)=a+2- (ot 4 5) = —jat ot ]

ja xz-akselin valiin jaavan alueen pinta-afa Siis

3 3
A:/ f(x)da::/ —%x2+x+%dx. (2p)
-1 1

Oikea integraalifunkti@2p) ja oikea vastausl = % (2p).

2. Ratkaise epayhtél@z — 1)v/3z < |2z — 1].

Ratkaisu. On oltavar > 0, jotta nelidjuurilauseke on maaritelyp).
Toisaalta2z — 1 > 0 jos ja vain josr > 1, joten

22— 1] = 2v — 1, kun z >
. | —(2z—-1), kun z<

D[ =D =

(2p)

Jaetaan tarkastelu kahteen tapaukseen (kummankin etkasn antaa erikse€dp)):



(1) Oletetaan, etta > %: Talléin epayhtaldé on muotoa

(2z — 1)V3x < 2z — 1.

Voidaan siis olettaa, ettd# 3, silla ; ei ole epayhtalon ratkaigdp).
Siten jakamalla puolittain luvullaz — 1 saadaan ekvivalentisti3z < 1. (1p)

Edellinen epayhtald voidaan ekvivalentisti korottaa gteh toiseen, jolloin saadaan
3r<leliz < % (1p)

Yhdistamalla ehdot > % jar < % todetaan, ettéd tapauksessa (1) epayhtalolla ei ole
ratkaisuja(1p).

(2) Oletetaan, et < = < %: Nyt z = 0 on selvasti ratkais(lp).

Tapauksessa < z < 1 patee2z — 1 < 0 ja (2z — 1)v/3z < 0 (2p). Talléin epayhtald
patee, koska itseisarvo on ei-negatiivin€ip)

(3) Yhdistamalla tapaukset (1) ja (2) saadaan ratkaisgksik < r < % (1p).

Huom! Luonnollisesti (2) voidaan ratkaista samaan tapaam ). Tallgin pisteytys on
analoginen kohdan (1) kanssa.

. Seitseman biljardipalloa on numeroitu- 7.

(a) Palloista valitaan umpiméahkaan kaksi. Milla todennggydella ndma pallot ovat
numerotl ja 2?

(b) Pallot laitetaan satunnaisella tavalla riviin biljgrdlydéan laitaa vasten. Milla toden-
nakoisyydella numerot 1 ja 2 ovat vierekkain?

Ratkaisu. (a) Ensimmainen pallo voidaan valita seitsemalla eri tayaltoinen kuudella
eri tavalla. Ensimmaista palloa valittaessa on kaksi ssatuvaihtoehtoa ja toista valit-
taessa yksi vaihtoehto. Kysytty todennakoisyys on siten

1

2 1
7 6 21

Toisin: Binomikerroin(}) kertoo sen, kuinka monella tavalla kaksi palloa voidaaitaal
seitsemasta. Eri valintavaihtoehtoja on siten

| .
nN__ ™ 6T,
2) T a(7T—2)1 2

joten kysytty todennakoisyys oﬁ

Arvostelusta:

— Nimittaja 42 tai 21 binomikerrointa kayttaen ant4dp).
— Vastaus: - 1 antaa(2p).

— Jos vastaus on oikein, mutta laskuvirhe lopputulokseresieyksessa, vahennetaan
(1p).



(b) Seitseman palloa voidaan asettaa riviieri tavalla(2p). Numerotl ja 2 voivat sijaita
vierekkain kuudessa paikassa riiHp), kussakin paikassa kahdessa eri jarjestyksessa
(1p). Liséksi kutakin pallojen ja 2 vierekkaista sijaintia kohti loput viisi palloa voidaan
valita 5! eri tavalla(1p). Siten kysytty todennakoisyys on

2.6-5 2

7] - (1p)

Jos vastaus on oikein, mutta laskuvirhe lopputulokseresieyksessa, vahennetdap).

. Tarkastellaan suorakulmaista kolmidtgjonka kateettien pituudet ovat 1. Pidetddn tun-
nettuna, ettd kolmiok kulmanpuolittajat leikkaavat pisteessé, joka on kolmicgisdan
piirretyn ympyranc keskipiste. Piirrd kuva ja osoita, ettéd ympyrasade onl — \/75

Ratkaisu. Olkoon » ympyranc sade. Pythagoraan lauseen nojalla kolmiohypote-
nuusan pituus oR/2.

N

Tapa 1: Kolmiok jakautuur-sivuiseen nelioon ja neljaan yhtenevaan kolmioon. Neljan
kolmion yhtenevyys seuraa siitd, etta vastinkulmat ové guret ja pienimman kulman
vastaisen sivun pituus on kaikilla Yhtenevissa kolmioissa pidemmaén kateetin pituus on
toisaaltal — r, toisaalta\/g. Saadaan ehto

josta ratkaisuksi = 1 — \/%
Tapa 2: Voidaan myds kayttaa tietoa, etta kolmion kulmahfta@ jakaa vastaisen sivun
viereisten sivujen suhteessa. Nain ollen kolmioteravasta kulmasta piirretty kulman-

puolittaja jakaa vastaisen sivun (jonka pituusldsuhteessa : y = 1 : /2.

Siisz +y = 1jay = /2, josta saadaan ratkaistuksi= ——. Kolmioiden yhdenmuo-

. . .. 1+v2
toisuuden (vastinkulmat yht&a suuret) perusteella
1
ro_T_ 1+v2
1—7r 1 1



1
24+4/2°

Tasta saadaan= Lopuksi todetaan, etta

1 1
1

242 V2

Tapa 3: Kolmionk pinta-alaA;, = % saadaam-sateisen nelion ja neljan yhtenevan kol-
mion pinta-alojen summana. Siis kunkin neljan pikkukolmjnta-ala on%r(l - ),
joten
1
Ay = §:r2+2r(1—r).
Tasta ehdosta paadytaan yhtaloon

T2—2T+1_0
2_7

jonka ratkaisuiksi saadaan

V2 1

r=1++—=1+ —.
2

V2

Tassar =1+ \/% ei kelpaa ratkaisuksi, joten valttamatta= 1 — L.

V2
Tapa 4: Pytagoraan lauseen nojalla kolmion hypotenuusanippbn+/2. Talldin siis
v/2/2 ja r ovat sellaisen suorakulmaisen kolmion kateetit, jonkaotgpuusan ja pi-

demman kateetin valinen kulma an°/2. Nain ollentan 22,5° = #/2 mistar =

JLE - tan 22,5°. Arvo tan22,5° voidaan maarittaa esimerkiksi kaavam § = 1=¢=¢
o o l-—m

perusteella, jolloirtan 22, 5° = 1=c 25~ — %f. Tallsinr =1 — .

Arvostelu:

— Pelkké& kuvamax (2p): Kuvassdlp) siitd, ettd ympyra sivuaa kutakin kolmion sivua;
(1p) siita, ettéac:n keskipisteesta on piirretty sivuille kohtisuorat.

— Hypotenuusan pituuden laskemin@mp).

— Osapisteita saa kolmioiden yhtenevyyden toteamigép)ga yhtenevyyden perus-
telusta(1p). Jos ratkaisu oikein, mutta yhtenevyyden toteaminenijaéeustelu
puuttuu, véhennetaamax (2p).

-4 .
— Jos tavassa 4 yhtasuuruutta 22, 5° = —2 ei ole perusteltumax (9p).
V2

4



5. Tason pistee® sijainti maaraytyy yhtalost® = (t* — 2¢, t*), missé& on reaaliluku.

(a) Maaraa ne:n arvot, joilla pisteiden? ja @@ = (0, 1) kautta kulkeva suora on jom-
mankumman koordinaattiakselin suuntainen.

(b) Tarkastellaan positiiviserrakselin ja pistee® paikkavektorin
T=(t*—2t)i+t']
valistd kulmaa vastapaivaan. Miltén arvolla kyseinen kulma saa pienimman ar-
vonsa joukossat € R:t > 0}?

Ratkaisu. (a) PisteidenP ja () kautta kulkeva suora an-akselin suuntainen silloin kun
t* = 1 eli silloin kunt = +1 (2p). Arvoat = 1 vastaa piste® = (—1,1) # Q ja arvoa

t = —1 vastaa piste? = (3,1) # @, joten kysytty suora on maaritelty kummassakin
tapauksessglp).

PisteidenP ja () kautta kulkeva suora op-akselin suuntainen silloin kutt — 2t = 0

eli silloin kunt = 0 tait = 2 (2p). My0s tassa tapauksessa kysytty suora on maaritelty
kummassakin tapauksessa, silla arvea 0 vastaa pistéd® = (0,0) # (@ ja arvoat = 2
vastaa pisté® = (0, 8) # @ (1p).

(b) Kulman pienin arvo saadaan silloin kithon ensimmaisessa neljanneksessa, ts.
t2—2t>0 ja t>0.

Riittd& siis minimoida kulman arvo ehdolta> 2 (1p). Tassa tapauksessa kulma saa
pienimman arvonsa tdsmalleen silloin, kun kulman tangsa pienimman arvongap),
joten voidaan minimoida kulman tangentti eli funktio

ft) = . ()

kunt > 2. Funktion f derivaataksi saadaan

o AP —2t) — (2t —2)t" 26> — 6" 2tY(t - 3)
F) = (t2 — 2t)2 (-2t (12 —2t)2 (1p)

joten derivaatan merkki vaihtuu pisteegs& 3 negatiivisesta positiivisekgilp). Siis
funktiolla f on lokaali minimi pisteessé= 3 ja tdma& on pienin arvo joukossa- 2 (1p).

Huom! Voidaan myds minimoida kulman sini, jolloin pistegtyastaavasti.



