Helsingin yliopisto, Itd-Suomen yliopisto, Jyvaskylan yliopisto,
Oulun yliopisto, Tampereen yliopisto ja Turun yliopisto
Matematiikan valintakokeen 13.6.2011 ratkaisut

1. Oletetaan, ettd litralla (puhdasta) bensiiniad paédsee x km. Talloin litralla etanolia péaésisi %x km,

jos auto toimisi puhtaalla etanolilla. Bensiinid 10 litrassa polttoainetta EOS on % -10 = 9%
litraa ja etanolia 35 - 10 = 1 litraa. Saamme yhtilon
91-x+1-%x= 100,
2 2 3
josta saadaan ratkaistua
100 100

X=01T .1 a5
Olkoon y kysytty 100 km kulutus polttoainetta E10. Talloin

) + L,.2 100
—_— . x —_— . —x = ’
10” 1073
josta saadaan ratkaisuksi
100 92 30 59 102
Y= —F———F 5T =5 = < — = —.
x(+5-2) 202 6 29

Polttoaineiden EOS ja E10 energiasisiltojen suhde on (102%) /10 = l%. Vastaava hintasuhde

on suurempi, % = 1% = 131—2, joten on kalliimpaa ajaa E05:114.

Arvosteluohje: Kummastakin yhtdlosti 3 pistettd; ensimmadisen yhtidlon ratkaisusta 1 p. ja toisen
2 p. Toisesta kysymyksestd yhteensé 3 pistettd: 1 p. suhteiden muodostamisesta, 1 p. niiden oi-
keasta sieventdmisesta ja 1 p. oikeasta paiatelmaista. Jos ratkaisu ensimmaiseen kysymykseen on
oikeaa suuruusluokkaa mutta viirin ja toinen kysymys ratkaistu oikein vairilla luvulla, voidaan
toisesta osasta antaa tdydet 3 pistettd, ellei vaarin luvun kaytto oleellisesti helpota ratkaisua.

Toinen ratkaisu: Merkitdén kirjaimella a bensiinin energiasisiltod litraa kohden. Télloin kym-
menesti litrasta polttoainetta EQS saatava energiasisilto on

95 5 2
—10-a+ —-10- =a.
100 100 3

Vastaavasti sadalla kilometrilld kulutettavan polttoaineen E10 energiasisaltd on

90 10 2
_.x.a+_.x._a’
100 100 3

missd x on tarvittava litramaara. Ndiden energiasisiltojen tdytyy olla yhté suuret, misti saadaan
yhtilo, josta x voidaan ratkaista (a supistuu pois).

Kun tiedetddn polttoaineiden hinnat litraa kohti ja kulutus sadalle kilometrille, voidaan las-
kea polttoainekulut sadalle kilometrille kertolaskuilla. Kéytettdessi polttoainetta EOS kulut ovat
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10 - 1,65 = 16,50 euroa ja kiytettidessd polttoainetta E10 ne ovat 10% - 1,60 = 162;89 euroa,
mistd on helppo nihdi, ettd polttoaineen E10 kiytté on edullisempaa.

Arvosteluohje: Yhtidlostd voidaan antaa 6 p. ja sen ratkaisusta 3 p. Jos bensiinin energiasisilto
litraa kohti (merkittu a:1la) ei ole mukana eli tehtidvii ei ole ratkaistu yleisessd tapauksessa,
vahennetéin 2 pistettd. Toisen kysymyksen ratkaisussa voidaan antaa oikein lasketuista kuluista
1 p./polttoaine ja 1 p. oikeasta padtelmaista.

Kolmas ratkaisu tehtivin ensimmaiiseen kysymykseen: Polttoaineen EOS energiasisilto suhtees-
sa bensiinin energiasisltdon on 2> + 5 - 2 = 232 ja polttoaineen E10 suhteellinen energia-
sisiltd Tps + o5 - 2 = 200, Tisti saadaan laskettua polttoaineiden E05 ja E10 energiasisiltdjen

suhde %g—g ja edelleen polttoaineen E10 kulutus 10 - % = 102%.

Arvosteluohje: Kaksi pistettd kunkin suhteen madrittimisestd ja johdonmukaisesta kayttami-

sestd. Suhteen kainteisluvun kiytostd voidaan vastaavasti sakottaa kaksi pistettd. Taman lisdksi
annetaan kolme pistettd oikeista laskutoimituksista.

(Huom. Todellisuudessa etanolin prosenttimdirit ovat enimmaisarvoja. Energiasuhde 2/3 on
likiarvo. Ks. lisatietoja www.motiva.fi.)

. a) On oltava x > 3, jotta +/x — 3 on maédritelty ja # O [1 p.]. Kertomalla puolittain luvulla
+/x — 3, joka on positiivinen [1 p.], epdyhtdlo saadaan muotoon /x + 2+/x —3 < x—1[1p.].
Koska x — 1 on positiivinen, kun x > 3 [1 p.], epayhtélo voidaan korottaa puolittain nelioon,
jolloin se saadaan yhtipitiviin muotoon (x +2)(x —3) = x2—x—6 < (x—1)? = x2—-2x +1
[1 p.]. Lisdsmalld puolittain —x? + x tistd saadaan epiyhtild —6 < —x + 1, jonka ratkaisu on
x <T7[1p.].

Alkuperdisen epayhtédlon ratkaisuksi saadaan siis 3 < x < 7. [Jos ratkaisuksi ilmoitetaan x < 7,
vaikka ehto x > 3 olisikin todettu, vihennetdén 1 p.]

Toinen tapa: Todetaan ehto x > 3, kuten ylld [1 p.]. Siirtamalld kaikki termit vasemmalle
puolelle ja laventamalla samannimisiksi saadaan alkuperdinen epdyhtild muotoon

VX +2x =3 —-(x—1) -
vVx =3
Koska nimittdji ~/x — 3 on positiivinen [1 p.], timi saadaan yhtdpitdvin muotoon +/x + 2 -

vx—=3—(x—1) <0, jaedelleen muotoon /x + 2+/x —3 < (x — 1). Loppu menee kuten
ensimmadisessa ratkaisutavassa.

0. [1p.]

b) Todetaan aluksi, ettd

-1, k > 1,
x—1=1" = [1p.]
—x+1, kunx <1,
ja
2x +1, kunx > —1,
2x + 1] = [1p.]
—2x—1, kunx <—3.

Jaetaan tarkastelu vastaaviin tapauksiin:

(1) Oletetaan ensin, ettd x < —%. Talloin epdyhtdlo saa muodon —x + 1 < —2x — 1, josta
lisddmalld puolittain 2x — 1 saadaan ratkaisuksi x < —2 [1 p.].
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(2) Oletetaan sitten, etta % < x < 1. Tallgin epayhtilo saa muodon —x + 1 < 2x + 1, josta
lisddmalld puolittain x — 1 saadaan 0 < 3x, jonka ratkaisu on x > 0 [1 p.].

(3) Oletetaan lopuksi, ettd x > 1. Tdlloin epayhtél6 saa muodon x —1 < 2x 41, josta lisddmalld
puolittain —x — 1 saadaan ratkaisuksi x > —2 [1 p.].

Yhdistdmalla tapaukset (1), (2) ja (3) ndhdiin, ettid alkuperdinen epayhtilo patee, kun x < —2
taix > 0 [1 p.].

Toinen tapa: Koska molemmat puolet ovat ei-negatiivisia [1 p.], epdyhtdlo voidaan korottaa
puolittain neliddn, jolloin saadaan |x — 1|2 = x2 —2x + 1 < [2x + 1|2 = 4x? + 4x + 1
[1 p.]. Siirtimélld kaikki termit samalle puolelle timi saadaan muotoon 3x2 + 6x > 0 [1 p.].
Ottamalla x yhteiseksi tekijdksi ja jakamalla 3:11a tima saadaan edelleen muotoon x (x +2) > 0
[1 p.]. Polynomin x (x 4+ 2) nollakohdat ovat —2 ja O [1 p.], ja merkkitarkastelu antaa ratkaisuksi
x <—2taix>0[1p.]

. Nyt
F(x) = /4x(1 —xY)dx = /(4x—4x3)dx =2x2—x*+C.
[6 p.; vain toinen yhteenlaskettavista on integroitu oikein: 3 p.]* Lisdehto on F(1) = 3 [3 p.],

josta saadaan F(1) = 2—1+C = 3 [l p.]jaedelleen C = 2 [1p.]. Siis F(x) = 2x%2 —x*+2.
[1p.]

Toinen mahdollisuus on integroida suoraan
F(x) = /4x(1 —xHdx =—(1-x*%+C.

[6 p.; integraalifunktiossa pieni virhe (esim. merkkivirhe): 3 p.]" Liséehto on F(1) = 3 [3 p.],
josta saadaan F(1) = 0+ C = 3 [1 p.] jaedelleen C = 3 [1 p.]. Siis F(x) = 3 — (1 — x?)?
(=3—1+2x2—x*=2+2x>—x%.[1p]

[Kummassakin ratkaisutavassa loppuosan suorituksesta on mahdollista saada oikein suoritettu-
na 6 pistettd, vaikka integraalifunktion méérittdmisessa olisi tapahtunut virhe (edellyttiden, ettd
saatu integraalifunktio on jérjellinen ja loppuosa tehdédén kyseisti integraalifunktiota kdyttden). |

. Jos ¢ # —1, 2, niin

li: y= , 1p.
1y CJrl)chcJrl [1p.]
/- _c—7 5 (1p.]
2 Y= T Ty p-
ja kulmakertoimet ovat
1
ki = , 1p.
L= [1p.]
c—17
ky, = . 1p.
2 c_2 [1p.]

*Integrointivakio puuttuu : —1 p.
TIntegrointivakio puuttuu : —1 p.



Siis suorat ovat kohtisuorassa, jos ja vain jos

1 c—7_ 1 (1p.]
c+1 ¢c—2 P-

7—c=(c+1)(c—2)

T—c=c*—c—-2

c2=9
c = =£3. [2 p. (1 p./ratkaisu)]
Jos ¢ = 2, niin
Ii: y=3ix+2,
" 3 [1p.]
lz. x =—1.

Silloin /; on y-akselin suuntainen, mutta /; ei ole x-akselin suuntainen, joten suorat eivit ole
kohtisuorassa. [1 p.]

Jos ¢ = —1, niin
llﬁ X = 3, [1 ]
Lt y=5%x+2 P
Suorat eivit ole kohtisuorassa. [1 p.]
Toinen tapa: Suuntavektorit ovat
51=(+Di+], S5,=(—=2i+(c—T7]. [6 p.J*
Suorat ovat kohtisuorassa silloin ja vain silloin, kun
c+Dc=2)+1(c=7)=0 2 p.]
c2—c—-24¢c—-7=0
=9
c = £3. [2 p. (1 p./ratkaisu)]

5. Olkoon A; (i = 1,2) tapahtuma, etti . nostettava arpa on voittoarpa, ja A; sen komplementti-
tapahtuma. Olkoon K nostettavien voittoarpojen lukumaara. Talldin

- -1 - - - 8 7 28
2) - - 2 8 8 2 2-8 16
P(K=1)=Z P(A,NA P(ANA)=— - —4+—-2=2.— = —,
( ) (Ay 2) + P(A4 2) 10 9+10 9 T 25
2 1 1
P(K=2)=PA1NA)=— -=—,
( ) (A1 N Ay) 09" 13

Merkkivirhe suuntavektoreissa —1 p./vektori



misséd kohdassa 1) on sovellettu yleistd todennikoisyyksien kertolaskusdantod ja kohdassa 2)
erillisten tapahtumien yhteenlaskusdintoa.

Toinen ratkaisu: Kiytetddn klassisen todenndkoisyyden kaavaa P(A) = n(A)/n(E), missd
n(A) on suotuisten alkeistapahtumien ja n(FE) kaikkien alkeistapahtumien lukuméird. Mari-
tetddn aluksi todennékoisyys, ettei yksikéddn arpa voita. Kaksi arpaa voidaan valita kaikestaan

(120) eri tavalla, joten n(E) = (120). Kaksi voitotonta arpaa voidaan valita (2) eri tavalla, joten

n(A) = () jasiis

PN ¢ I C R VI
P(K =0) =00 T 0902 =

Madritetddn seuraavaksi todennidkoisyys, ettd yksi arpa voittaa. Koska yksi voitollinen arpa voi-
daan valita 2 tavalla ja yksi voitoton 8 tavalla, tuloperiaatteen mukaan n(A4) = 2 - 8. Saamme

2-8 2-8 16
(1)~ (10-9)/(1-2) 45

2

PK=1)=

Kaksi voitollista arpaa voidaan valita vain yhdelli tavalla, joten

1 1 1
”K:mzcﬂzau%ﬂymzﬁ'

2

Olkoon X nostettettavien arpojen yhteenlaskettu arvo. Sen odotusarvo on

2
<mm=}:HK=mu%p>—o+§um+i~m=4

28
45 45 45
k=0

Toinen tapa laskea odotusarvo: Olkoon X; i:nnen nostettavan arvan arvo. Talloin E(X;) =
% -0+ % -10 = 2, kun i = 1, 2. Odotusarvon summakaavan perusteella

EX)=EX1+X2)=EX))+EX,) =2-2=4.
(Huom. Tamad ratkaisu edellyttda odotusarvon summakaavaa, joka ei kuulune lukiokurssin ydin-
ainekseen.)

Arvosteluohje: Kustakin kolmesta todennédkoisyydestd 3 pistettd, samoin odotusarvosta. Oikea
kaava 1 p., oikea sijoitus kaavaan 1 p. ja oikea lopputulos 1 p. Kaavan puuttumisesta ei sakoteta,
jos laskulauseke on muuten oikein.



